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Резюме: Задача оценки и анализа переходных режимов электромеханических 

преобразователей с получением их математических моделей, с высокой точностью 

соответствующих объектам исследования, является актуальной на этапах 

проектирования и эксплуатации. Программные продукты LabView, MatLab Simulink и 

другие открывают широкие возможности для решения поставленной задачи и позволяют 

получить достоверные результаты. В работе проведена экспериментально-аналитическая 

оценка переходных режимов двигателя постоянного тока на базе установки для 

исследования электрических машин. На основании полученных результатов проведены 

аппроксимация графиков переходных процессов с применением метода наименьших 

квадратов и подбор аппроксимирующего полинома соответствующего порядка с 

наибольшим приближением к динамическим свойствам исследуемого объекта. Произведена 

оценка динамической точности процесса аппроксимации. Для оценки погрешности 

применен критерий минимума интеграла от квадрата невязки. Проведенные эксперимент, 

моделирование переходных процессов и анализ полученных графиков показывают, что 

полученная математическая модель с большой степенью точности соответствует 

данным эксперимента. Данное обстоятельство позволяет использовать предложенный 

метод для контроля вариаций параметров исследуемого объекта и их экспериментально-

аналитической оценки на этапах проектирования и контроля функционирования 

электромеханических преобразователей в процессе эксплуатации. 
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Abstract: The urgency of the problem lies in the formation of mathematical models of 

electromechanical converters corresponding to the objects of study with high accuracy. An 

experimental-analytical assessment of transient modes of a DC motor based on an installation for 

the study of electrical machines has been carried out. Based on the results obtained, an 

approximation of transient process graphs was carried out using the least squares method and an 



Проблемы энергетики, 2019, том 21, № 4 

 

114 

approximate polynomial of the corresponding order was selected with the closest imminence to the 

dynamic properties of the object under study. 

 

Keywords: electromechanical converter of direct current, approximation, least squares method, 

experimental setup, discrepancy, identification. 

 

For citation: Malev NA, Mukhametshin AI, Pogoditsky OV, Gorodnov AG. Experimental-

analytical identification of a mathematical model of a dc motor using the least squares method. 

Power engineering: research, equipment, technology.2019; 21(4):113-122. (In Russ). 

doi:10.30724/1998-9903-2019-21-4-113-122. 

 

 

Введение 

При решении задач анализа и синтеза реальных физических объектов и процессов с 

применением математических методов возникает необходимость построения 

соответствующей изучаемому явлению модели. Следует определиться со структурой 

исследуемого объекта и видом пригодных для его описания моделей, и затем оценить 

некоторые неизвестные параметры в принятом к рассмотрению виде математической 

модели [1–3]. Искомые оценки неизвестных параметров можно определить путем 

обработки входных и выходных сигналов исследуемого объекта на этапе опытного 

исследования, что составляет задачу экспериментально-аналитической идентификации     

[4–6]. В результате идентификации создается адекватная математическая модель, 

позволяющая использовать широкий класс математических методов анализа и синтеза. В 

этой связи разработка и модернизация способов и алгоритмов идентификации играют 

важную роль как в теоретических исследованиях, так и в инженерной практике. 

 Область применения указанных алгоритмов устойчиво растет и особенно важное 

место они занимают на всех этапах создания, испытаний опытных образцов и эксплуатации 

объектов электротехнических систем, в частности, электромеханических преобразователей 

в составе рабочих комплексов [7, 8, 9].  

 Для решения данного класса задач широкое применение находит метод 

наименьших квадратов (МНК), особенности применения которого в отношении 

динамических объектов освещены в соответствующей литературе [1, 4, 11]. Особый интерес 

представляет решение задач идентификации объектов, динамика которых описывается 

непрерывными системами дифференциальных уравнений, а измерения производятся в 

дискретные моменты времени, что соответствует обширному классу прикладных задач    

[10, 12, 13, 14]. 

 Данная работа посвящена экспериментально-аналитической идентификации 

математической модели электромеханического преобразователя постоянного тока. 

В качестве объекта исследования рассматривался двигатель постоянного тока типа 

4ПБ112М2Г. Паспортные данные двигателя представлены в табл. 1 [15].  

 

Таблица 1 

Паспортные данные двигателя 4ПБ112М2Г 

Uном, В Pном, кВт Iном, А ηном, % 
nном, 

об/мин 
2p 

nmax, 

об/мин 
Jном, кг∙м2 

220 3 16,2 80 3000 2 4000 0,0235 

 

Методы 

Дальнейшее исследование проводилось с применением экспериментальной 

установки. Установка содержит двигатель постоянного тока (ДПТ) и асинхронный 

двигатель (АД). Питание ДПТ обеспечивается от четырехквадрантного компактного 

тиристорного преобразователя постоянного тока бескорпусного исполнения с функцией 

рекуперации энергии в сеть типа SPRINT ELECTRIC 3600XRi. Информация о выходной 

координате – скорости вращения – поступает с установленного на валу двигателя датчика 

скорости – тахогенератора с крутизной статической характеристики 20 мВ·мин. Сигнал с 

тахогенератора поступает на блок согласования, представляющий собой делитель 

напряжения с коэффициентом передачи 60:1, и затем – на вход восьмиканального 

последовательного аналогово-цифрового преобразователя NI 4472 с частотой 

дискретизации 20 кГц. АЦП подключен к шине PCI персонального компьютера. 
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Программная часть для сбора данных с измерительных каналов испытательного 

стенда реализована в среде графического программирования LabVIEW (Laboratory Virtual 

Instrument Engineering Workbench), разработанной компанией National Instruments [16–18]. 

Для анализа и последующей обработки данных используется набор функциональных 

библиотек. Взаимодействие с оператором осуществляется с помощью интуитивно 

понятного и сравнительно простого в программировании графического интерфейса с 

применением языка G. С помощью программ-драйверов LabVIEW может взаимодействовать 

с различными платами ввода/вывода аналоговых и цифровых сигналов, а также со 

специализированными измерительными приборами (осциллографы, анализаторы спектра, 

генераторы сигналов и т.д.).  

Экспериментальные замеры переходных процессов дпт.э( )t  при пуске двигателя 

постоянного тока осуществлялись при отсоединенном АД. Результаты эксперимента при 

пуске вхолостую при номинальных значениях параметров якорной цепи показаны на рис. 1 

в виде усредненной зависимости.  

дпт.э( )k , рад/с 

k, о.е. 
Рис. 1. Усредненная зависимость дпт.э( )k  

 

Полученная зависимость построена в программной среде Excel и позволяет оценить 

качество переходного процесса. В данном случае процесс является апериодическим. 

Следует отметить, что для обработки результатов эксперимента также в среде Excel 

применена программа, обеспечивающая рациональный выбор количества 

экспериментальных точек, не влияющий на снижение точности результатов.  

Экспериментальная зависимость дпт.э( )t  (см. рис. 1) характеризуется 

флуктуациями измеряемой величины. Для их устранения была применена аппроксимация 

полученных данных методом наименьших квадратов с помощью оператора polyfit языка 

MatLab.  

Зависимость дпт.э( )t  представлена массивами t = {Nx1 double}, v = {Nx1 double}, 

где N = 2980. Задача аппроксимации экспериментальных данных  
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состоит в решении задачи минимизации 
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Тогда определение аппроксимирующего полинома сводится к поиску минимума 

функции 
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по переменным 1 2 1, ,..., np p p  . 
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Функция  1 2 1, ,..., nF p p p   является квадратичной с неотрицательными 

коэффициентами, поэтому ее минимум достигается в точке, в которой выполняются 

условия 
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Решение данной системы приводит к (n+1) линейным алгебраическим уравнениям 

для вычисления коэффициентов 1 2 1, ,..., np p p   полинома n-ой степени: 
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или в матричной форме 
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. 

Следует отметить, что оператор polyfit, в отличие от метода нормальных уравнений, 

предполагающего решение (7), реализует подход, более устойчивый к вычислительным 

ошибкам [1]. С этой целью формируется прямоугольная матрица V из N строк и (n+1)-го 

столбца, элементами которой являются степени ti: 

1
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.    (8) 

Матрица А системы (1) связана с матрицей V следующим образом: 

TA V V .      (9) 

Вектор z правой части (1) выражается через вектор 

1

2

1N

N

v

v

v

v

v



 
 
 
 
 
 
 
 

  как 

Tz V v        (10) 

При выполнении функции polyfit определяется QR-разложение матрицы V на основе 

ортогональной матрицы Q и верхней треугольной матрицы R, таких, что V = QR. Затем 

система линейных уравнений 

QRp v        (11) 

решается следующим образом: вычисляется ТQ v ; решается система с верхней треугольной 

матрицей ТRp Q v  и находится вектор р, содержащий коэффициенты 1 2 1, ,..., np p p   
искомого аппроксимирующего полинома. 
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Ошибка аппроксимации    
2

1

N
n

i i
i

e p t v



   
 

  для найденного полинома 

 ( ) 1
1 2 1...n n n

n np t p t p t p t p
      вычисляется по формуле 

e v Vp  .      (12) 

 

Результаты 

Произведем вычисление аппроксимирующего полинома для экспериментальной 

зависимости дпт.э( )t  с применением следующей программы: 

 x1=[t]; % значения зависимости дпт.э( )t  по оси абсцисс; 

y1=[v]; % значения зависимости дпт.э( )t  по оси ординат; 

p=polyfit(x1,y1,6); % оператор, вычисляющий коэффициенты p полинома n-й 

степени для массивов t, v методом наименьших квадратов; 

xx1=linspace(x1(1), x1(end), 100); % оператор, формирующий линейный массив 

размера 1 х 100, начальным и конечным элементами которого являются точки x1(1) и 

x1(end); 

yy1=polyval(p, xx1); % оператор, вычисляющий значения полинома  ( )np t  на 

области определения данных между x1(1) и x1(end); 

plot(x1,y1,’-‘,xx1,yy1) 

p = 

  Columns 1 through 3 

          78325.2549791148         -287389.565371582           403394.63004533 

  Columns 4 through 6 

         -259979.405235382          63988.1830483225          5610.87331077735 

  Column 7 

          3.95608900692515 

В результате был определен полином шестого порядка: 

6 5 4 3
мнк

2

( ) 78325,255 287389,565 403394,63 259979,405

63988,183 5610,873 3,956.

t t t t t

t t

     

  

   (13) 

В целях уменьшения вычислительных погрешностей полиномиального приближения 

целесообразно применить нормализацию данных [23, 24], которая состоит в замене it  на ît , 

вычисляемых по формуле 

ˆ i
i

t
t





,      (14) 

где μ – среднее значение; σ – среднеквадратичное отклонение. Данные величины 

вычисляются по следующим выражениям: 

1

1
N

i
i

t
N



   ;  2

1

1

1

N

i
i

t
N



  

 .   (15) 

Нормализация данных выполняется автоматически с помощью оператора polyfit при 

обращении к нему с тремя выходными аргументами. В третьем аргументе возвращается 

вектор из двух компонент, первой из которых является среднее значение μ, а второй – 

среднеквадратичное отклонение σ. Этот вектор используется при вычислении 

коэффициентов аппроксимирующего полинома с помощью оператора polyval и указывается 

в качестве четвертого аргумента. Чтобы пропустить третий входной аргумент оператора 

polyval, используется пустой массив. После нормализации данных получены следующие 

результаты: 

норм 6 5 4 3
мнк

2

( ) 41,037 103,773 124,456 567,857

587,983 369,776 3753,96;

t t t t t

t t

     

  

 

0,492  ; 0,284  . 

Малое значение среднеквадратичного отклонения σ = 0,284 говорит о том, что 

найденное решение можно считать хорошо обусловленным.  

Графики зависимостей, полученных экспериментальным путем дпт.э( )t  и с 

помощью аппроксимации методом наименьших квадратов мнк ( )t ,  приведены на рис. 2. 
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дпт.э( )t , мнк ( )t , рад/с 

t, c 

Рис. 2. Графики экспериментальной зависимости дпт.э( )t  (синий) и зависимости мнк ( )t  

(красный), полученной при аппроксимации методом наименьших квадратов 

 

Из рисунка видно, что аппроксимирующая кривая мнк ( )t  с высокой точностью 

повторяет экспериментальную кривую, что подтверждает достоверность полученных 

результатов. Дополнительные исследования, направленные на уменьшение порядка 

полинома, показали, что полиномы меньших порядков не дают требуемого приближения. 

 

Обсуждение 

Отметим, что в переходном режиме (см. рис. 2) имеют место несовпадения 

экспериментальной кривой дпт.э( )t  и кривой мнк ( )t , полученной методом наименьших 

квадратов, что подтверждает наличие динамической погрешности. Оценку динамической 

погрешности произведем на основе вычисления невязки (разности) ε между показанными 

на рис. 2 кривыми с применением линейного интегрального критерия [19–21]:  

дпт.э мнк

0

( ) ( )Q t t dt



      ,   (16) 

где τ = 0,92 с – время эксперимента. 

Вычисление критерия Q  осуществляется при помощи Simulink-модели, показанной 

на рис. 3. 

 
Рис. 3. Simulink-модель для оценки точности аппроксимации  

 

Экспериментальные данные размещены в рабочей области Workspace, содержащей 

временной массив t и массив выходной координаты v в блоке Experiment. Блок LSM 

содержит массивы данных a = {Nx1 double}, b = {Nx1 double}, полученные в результате 

расчета методом наименьших квадратов. На выходе сумматора формируется сигнал невязки 

ε. На выходе блока Integrator формируется линейный интегральный критерий ( )Q  , 

числовое значение которого фиксируется блоком Display1 по окончании переходного 
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процесса. Переходные процессы на выходах блоков LSM и Experiment фиксируются в виде 

выходных координат w1 = мнк ( )t  и w2 = дпт.э( )t . 

На рис. 4 показан график невязки ε. 

 

ε (t), рад/с 

 t, c 

Рис. 4. График невязки ε (t) 

 

Анализ графика показывает, что процесс характеризуется флуктуациями, что 

очевидно, поскольку подобными флуктуациями сопровождается зависимость, полученная 

экспериментально. Переходный процесс длится 0,92 с и усредненное установившееся 

значение приближается к оси абсцисс. 

На рис. 5 показан график зависимости ( )Q t , который характеризует динамическую 

точность процесса аппроксимации. 

 

( )Q t , рад 

 t, c 

Рис. 5. График линейного интегрального критерия ( )Q t  

 

Переходный процесс характеризуется масимальным отклонением 1,75 рад и 

постепенным затуханием до 0,09 рад ко времени окончания эксперимента, что 

подтверждает малую погрешность аппроксимации. В настоящей работе, в отличие от 

результатов, представленных в [19], знак ( )Q t  не имеет принципиального значения. В этой 

связи для оценки погрешности аппроксимации целесообразно использовать хорошо 

зарекомендовавший себя для решения практических задач критерий минимума интеграла от 

квадрата невязки 2 ( )Q t , график которого показан на рис. 6. 
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2 ( )Q t , рад2 

 t, c 

Рис. 6. График интеграла от квадрата невязки 
2 ( )Q t  

  

Установившееся значение приведенного на рис. 5 критерия приближается к нулю и 

составляет 2 2
.уст 0,008 радQ  , что подтверждает требуемую точность проведенной 

экспериментально-аналитической идентификации модели электромеханического 

преобразователя постоянного тока. 

 

Выводы 

Проведенные исследования дают возможность получения уравнений динамики по 

результатам эксперимента и показывают целесообразность предложенного подхода для 

анализа динамических свойств электромеханических преобразователей на этапе 

проектирования и контроля их функционирования в процессе эксплуатации в составе 

рабочих комплексов. 
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