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Резюме: АКТУАЛЬНОСТЬ исследования заключается в получении приближенных 

аналитических и численных решений для задачи определения теплового состояния 

элементов теплоэнергетического оборудования, например, перспективных устройств 

для хранения тепловой энергии и химических реакторов. ЦЕЛЬ. Рассмотреть поведение 

стационарных решений системы уравнений теплопроводности в области с внутренним 

тепловыделением. Определить условия начала и окончания плавления, а также 

зависимость этих условий от интенсивности лучистых теплопотерь на внешней 

границе. Исследовать влияние отдельных факторов на положение границы раздела фаз. 

МЕТОДЫ. При решении используются численные методы: для известного вида решения 

определяются коэффициенты таким образом, чтобы выполнялись граничные условия (в 

общем случае, нелинейные). Для нахождения коэффициентов используется метод 

Ньютона. РЕЗУЛЬТАТЫ. В работе получены зависимости между параметрами 

теплообмена (коэффициенты конвективной и лучистой теплоотдачи) и  положением 

границы фазового перехода в цилиндрическом образце. Полученные зависимости 

позволяют определить критические значения интенсивности тепловыделения, 

отвечающие началу плавления образца (появление жидкой фазы) и полному 

расплавлению образца (достижение температуры плавления на внешней границе). Эти 

зависимости сравниваются с приближенными формулами для оценки области 

применимости последних. ВЫВОДЫ. Проведенные расчеты позволяют определить 

условия начала и окончания плавления тепловыделяющего материала. Условия полного 

расплавления образца можно определить точно. Условия начала плавления получены в 

виде нелинейного уравнения, единственный физический (т.е. действительный и 

положительный) корень которого дает критическое значение интенсивности 

тепловыделения. В линейном приближении можно получить упрощенную формулу, 

связывающую критическое значение интенсивности тепловыделения с лучистыми 

теплопотерями. 
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Abstract: The RELEVANCE of the study lies in obtaining approximate analytical and 

numerical solutions for the problem of estimating the thermal state of thermal power 
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equipment elements, such as thermal storage units and promising chemical reactors. The 

PURPOSE is to investigate the behavior of stationary solutions of heat conduction equations 

system in a space domain with internal heat release; to determine the conditions for the start 

and completion of melting, as well as the dependence of these conditions on the intensity of 

radiant heat loss at the outer boundary; to study the influence of individual factors on the 

phase boundary position. METHODS. Numerical methods are used: for a known type of 

solution, the coefficients are determined in such a way that the boundary conditions (in the 

general case, nonlinear) are satisfied. Newton's method is used to find the coefficients. 

RESULTS. The relationships between heat transfer parameters (convective and radiant heat 

transfer coefficients) and the phase transition boundary position in a cylindrical sample are 

obtained. These dependences allow to determine the critical values of the heat release intensity 

corresponding to the beginning of the sample melting (appearance of the liquid phase) and the 

complete sample melting (reaching the melting temperature at the outer boundary). These 

dependencies are compared with approximate formulas to assess the range of applicability of 

the latter. CONCLUSION. The presented calculations give the conditions for the beginning 

and end of melting of the heat-generating material. The conditions for complete melting of the 

sample can be determined accurately. The conditions for the onset of melting are obtained in 

the form of a nonlinear equation, the only physical (i.e., real and positive) root of which gives 

the critical value of the heat release intensity. In a linear approximation, a simplified formula 

can be obtained that relates the critical value of heat release intensity to radiant heat loss.  

 

Keywords: Stefan problem; heat conduction; phase transitions; radiative heat transfer; critical 

conditions. 
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Введение (Introduction) 

Процессы плавления часто встречаются в теплоэнергетике [1, 2] и технологии 

материалов [3, 4]. В зависимости от приложений, плавление может быть целевым 

(например, при запасании энергии [5]) или неблагоприятным (при разрушении оболочек 

[6]) процессом. Тогда условия плавления (предельные значения тепловых потоков) дают 

естественные ограничения на диапазон допустимых значений управляющих параметров.  

Источником нагрева может быть химическая реакция, джоулева теплота или 

высокочастотный нагрев. В зависимости от конкретного механизма нагрева задача 

Стефана будет формулироваться по-разному. Самый простой случай – однородный 

нагрев области с постоянной интенсивностью. Такое приближение, однако, уже 

представляет практический интерес для оценки границ безопасных режимов, например, 

устройств для аккумулирования тепловой и электрической энергии [7, 8]. 

Целью данной работы является определение критических значений интенсивности 

тепловыделения в цилиндрическом образце. С помощью численных методов и линейных 

приближенных определяется зависимость критических значений интенсивности 

тепловыделения от интенсивности смешанной (конвективной и лучистой) теплоотдачи. 

Оценивается точность приближенных формул. 

Научная значимость исследования состоит в получении новых решений задачи 

Стефана с объемным тепловыделением при наличии лучистых теплопотерь. Задача 

теплопроводности с подвижной границе раздела в конечной области имеет особенности, 

обуславливающие существование критического параметра. Исследование этих 

особенностей позволит рассматривать более сложные системы, например, двух-  и 

трехмерные (несимметричные) постановки, оценивать влияние формы области и т.д.  

Практическая значимость исследования заключается в получении формул для 

расчета критического тепловыделения, которые могут применяться при оценке 

теплового состояния элементов теплоэнергетического оборудования.  

Результаты работы соответствуют п. 4 паспорта специальности 2.4.6 (Процессы 

переноса при фазовых превращениях, радиационный теплообмен в прозрачных  и 
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поглощающих средах).  

Литературный обзор (Literature Review) 

В настоящей работе рассматривается случай с объемным тепловыделением. Такое 

тепловыделение может быть связано, например, с микроволновым нагревом влажных 

материалов [9], химической реакцией [10], электронагревом [11], использованием 

концентрированного излучения [12]. Большое значение подобные процессы играют в 

химической технологии, где активность катализаторов часто очень чувствительна к 

температуре [13]. Интенсивность тепловыделения и геометрия образа определяют 

допустимый уровень теплоотдачи, при котором возможно стационарное протекание 

процесса. Условие начала плавления для образцов с простейшей геометрией дается в 

работах [14, 15]. Условие расплавления при конвективном охлаждении (для конечной 

скорости теплообмена) дается в работе [16]. 

Влияние лучистого переноса рассматривалось ранее в работах по фазовым 

переходам в проницаемых средах [17]. Если считать среду непроницаемой, то лучистый 

перенос влияет только на условия на внешней границе. Для целей настоящей работы 

можно считать, что окружающая среда однородна и изотропна. Испарение и зажигание 

капель в высокотемпературных средах (с существенным вкладом лучистого 

теплообмена) теоретические исследовалось в работах [18, 19]. Условия тепловой 

устойчивости материалов с протекающей в объеме экзотермической химической 

реакцией при лучистых теплопотерях рассматривались в работах [20, 21]. 

Моделирование воздействия теплового излучения на горючие материалы проводилось в 

работах [22, 23]. Приближенные методы решения задачи теплопроводности в цилиндре 

предложены в работах [24, 25]. 

Из-за сложностей, возникающих при решении таких задач, большая часть 

исследований связана с применением численных кодов для расчета конкретных 

тепловыделяющих элементов. Немногие работы содержат более общие постановки, 

которые, однако, неизбежно оказываются очень упрощенными. Тем не менее, 

качественные закономерности (а иногда и аналитические решения), которые позволяют 

провести исследования упрощенных моделей, оказываются полезными при анализе 

более сложных систем. Поэтому в настоящей работе мы рассматриваем упрощенную 

постановку задачи Стефана и ищем решение этой задачи в виде явных формул, дающих, 

по крайней мере, качественные закономерности. 

Материалы и методы (Materials and methods) 

Система уравнений теплопереноса в плавящемся образце 

Рассмотрим одномерную стационарную задачу Стефана в цилиндрическом 

образце: 

1
0s

d dT
r W

r dr dr


 
  

 
, mr r ,   (1) 

1
0l

d dT
r W

r dr dr


 
  

 
, mr r .   (2) 

Здесь r – пространственная координата (расстояние от оси симметрии), T – 

температура, λ – коэффициент теплопроводности, W – интенсивность тепловыделения 

(предполагается, что тепловыделение равномерно распределено по образцу), rm – 

координата раздела фаз, индексы s и l относятся соответственно к твердой фазе и к 

жидкой фазе (расплаву). 

Граничные условия на оси симметрии и на внешней границе записываются 

следующим образом: 

 0 0
dT

dr
 ,      4 4

0 0

dT
R T R T T R T

dr
            

.  (3) 

Здесь R – радиус цилиндра, α – коэффициент теплоотдачи, ε – степень черноты, σ 

– постоянная Стефана-Больцмана, T0 – температура окружающей среды. 

Принятое приближение существенным образом зависит от симметрии образца и 

возможности представления его спектральных характеристик параметрами черного тела. 

Поэтому для более точных расчетов радиационных потерь, вообще говоря, нужно 

детальнее рассматривать условия на излучающей границе (в том числе, учитывать 

геометрию полости, в которой находится излучающий образец). В настоящей работе эти 

детали для упрощения не учитываются. 

Помимо условий (3) задачу необходимо дополнить условием на границе фазового 

перехода. Для стационарных условий это равенство температур и тепловых потоков:  
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   l m s m

dT dT
r r

dr dr
   , ( )m mT r T ,   (4) 

где Tm – температура плавления материала. 

Используя характерную разность температур ΔT = Tm – T0, можно привести 

уравнения и условия (1)-(4) к безразмерной форме: 

1
0

d d
Q

d d




  

 
  

 
, 

m  ,    (1а) 

0
d d

Q
d d

 


  

 
  

 

, m  ,    (2а) 
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1 (1) 1 (1) 1
d Bo

Bi
d


 

 
     ,  (3а) 

   m m

d d

d d

 
  

 

  ,   1m   .   (4а) 

В уравнениях (1а)-(4а) используются следующие безразмерные параметры: 

r

R
  , 0

0m

T T

T T






, 

 

2

0s m

WR
Q

T T




, 

l

s





 , 

s

R
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


 , 

3

0T R
Bo




 , 0

0

mT T

T



 . 

Особенностью задачи является существование критических условий: при 

фиксированных внешних условиях и меняющейся интенсивности тепловыделения 

существуют два критических значения Q, соответствующие началу плавления образца 

Qmin (т.е. достижению в его центре температуры плавления) и полному расплавлению 

образца Qmax (т.е. достижению температуры плавления на его внешней границе). При 

фиксированной интенсивности тепловыделения роль критического параметра играет 

интенсивность теплоотдачи. Задача (1а)-(4а) для случая Bo = 0 изучалась в работах [12, 

13], в частности, были получены условия начала плавления и зависимость координаты 

раздела фаз от интенсивности тепловыделения. В настоящей работы эти результаты 

обобщаются на случай лучистых теплопотерь. Как видно из (3а), по сравнению с задачей 

конвективного охлаждения, рассмотренной в работе [15], появляются два новых 

параметра – число Больцмана Bo и абсолютный ноль температуры в выбранных 

масштабах –φ
-1

. Параметр φ пропорционален числу Стефана, при φ = 0 температура 

среды равна температуре фазового перехода, поэтому условия расплавления заведомо 

достигаются. 

В указанных работах приводится обобщенное решение уравнения (1а), которое 

является основой всего анализа: 

2 ln
4

Q
b c      .     (5) 

Здесь постоянные b и c зависят от граничных условий. Градиент температуры 

равен: 

2

d Q b

d




 
   .     (6) 

В стационарном случае отношение теплопроводностей κ и число Стефана St не 

влияют на критические условия, хотя существенно влияют на скорость плавления. 

Динамические особенности задачи в данной работе не рассматриваются, хотя они часто 

оказываются наиболее важными для практических приложений [16, 26-28]. 

Результаты и их обсуждение (Results and Discussions) 

Определение критических значений интенсивности тепловыделения 

Условие расплавления образца – это достижение температурой поверхности 

температуры плавления, θ (1) = 1. Этот факт позволяет наиболее простым образом 

определить критическое значение интенсивности тепловыделения Qmax, 

соответствующее расплавлению образца. Условие на внешней границе из (3а) запишется 

следующим образом: 

 
4

1 1
2

maxQ Bo
b Bi 


     
 

.    (7) 

Можно видеть, что при полном расплавлении весь образец от центра до внешней 
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границы занят жидкой фазой, т.е. ξm = 1, и градиент (6) должен быть равен нулю на оси 

по первому условию из (3а), а значит, b = 0. Тогда критическое значение интенсивности 

тепловыделения равно: 

 
4

1 1
2 2maxQ Bi Bo





 
  .    (7а) 

При Bo = 0 это выражение дает результат работы [15]. Второе слагаемое в правой 

части (7а) имеет резкую степенную от φ, но в области малых значений дробь примерно 

равна 4. С ростом φ (φ > 0) значение Qmax возрастает.  

 

Более сложной задачей является оценка интенсивности тепловыделения, 

соответствующего началу плавления образца. В этом случае задача теплопроводности 

снова является однофазной, и b = 0. Условие начала плавления θ(0) = 1 дает условие  

с = 1. Тогда для внешней границы должно выполняться условие: 
4

1 1 1 1
2 4 4

min min minQ Q Bo Q
Bi 



      
          

      

.  (8) 

Представленное уравнение четвертой степени при дополнительном условии 

положительности Qmin дает зависимость критической интенсивности тепловыделения от 

параметров Bi, Bo и φ. Можно, однако, упростить формулу, если использовать 

предположение о том, что температура поверхности в начале плавления мало отличается 

от температуры окружающей среды. Тогда, разлагая второе слагаемое правой части (8) в 

ряд по температуре, можно получить приближенное выражение: 

4
4

2 4
min

Bi Bo
Q

Bi Bo



 
.     (9) 

При Bo = 0 формула (9) переходит в точный результат для случая конвективной 

теплоотдачи [15]. Принятое приближение приводит к тому, что Qmin не зависит от φ, 

хотя, как показывают расчеты, эта зависимость может быть существенной, особенно при 

малых Bi.  

На рис. 1 показана зависимость Qmin от Bo для трех разных значений Bi при φ = 10. 

Данные получены при решении уравнения (8) методом Ньютона (как указывалось выше, 

при φ > 0 лучистое слагаемое имеет строго положительную производную, поэтому 

численные методы быстро сходятся). Видно, что при малых Bo величина Qmin имеет 

постоянное значение, зависящее от Bi [15]; при больших Bo переходит к предельному 

значению Qmin = 4; в области промежуточных значений наблюдается довольно резкий 

переход между этими двумя значениями.  

На рис. 2 показана зависимость Qmin от φ при Bi = 10: видно, что с уменьшением φ 

кривые ожидаемо сходятся к линейному приближению (9). Уже при φ = 1 отличие 

точного значения Qmin от рассчитанного по приближенной формуле не превышает 1%. 

 

 
Рис. 1. Зависимость критической интенсивности 

тепловыделения от числа Больцмана при разных 

числах Био (φ = 10) 

Fig. 1. Dependence of critical heat source intensity 

on Boltzmann number under differrent Biot 

numbers (φ = 10) 
*Источник: Составлено авторами  Source: compiled by the author. 
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Рис. 2. Зависимость критической интенсивности 

тепловыделения от параметра φ (число Био 

равно 10) 

Fig. 2. Dependence of critical heat source intensity 

on parameter φ (Biot number is equal to 10) 

*Источник: Составлено авторами  Source: compiled by the author. 

 

Положение границы фазового перехода 

Последний вопрос, который необходимо решить, это определение зависимости 

положения границы фазового перехода от условий теплообмена. Нелинейное граничное 

условие приводит к сложным формулам для ξm, поэтому в настоящей работе 

используется численно-аналитический подход. 

Решение для распределения температуры в области расплава с фиксированной 

границей можно записать в следующем виде: 

2 21
4 4

m

Q Q
  

 
    , m  .   (10) 

Тепловой поток на границе фазового перехода со стороны расплава равен: 

 
2

m m

d Q

d


  



  .    (11) 

Тогда из первого условия (4а) следует, что для области, занятой твердой фазой, 

коэффициент b в (5) снова равен 0. Определяя коэффициент c из второго условия (4а), 

получаем итоговое выражение: 

   
4

2 21 1 1 1 1 1
2 4 4

m m

Q Q Bo Q
Bi   



     
                  

. (12) 

Видно, что уравнение (12) обобщает формулы (7) и (8), которые являются ее 

частными случаями при крайних значениях ξm. Применяя, как и в прошлый раз, 

линейное приближение, получим приближенное выражение для ξm: 

4 2
1

4
m

Q Bi Bo
  


.    (13) 

Можно показать, что для случаев плоской и шаровой симметрии выражение (13) 

может быть обобщено следующим образом: 

 2 1 2
1

4
m

n

Q Bi Bo



 


,   (13а) 

где новый параметр n определяется порядком зависимости поверхности образца от 

линейного размера. Из уравнения (13а) можно получить приближенные формулы для 

Qmin и Qmax с плоской и шаровой симметрией. 

Зависимость положения границы фазового перехода от параметров лучистого 

теплообмена для Q = 20 и Bi = 10 (критические условия расплавления образца при Bo = 

0) показана на рис. 3 (данные получены численным решением уравнения (12)). При  

малых φ, как и в предыдущем случае, зависимость (12) стремится к приближенному 

решению (13). В пределе больших Bo координата ξm стремится к предельному значению 

для граничных условий первого рода [14], которое для выбранных условий равно 0.894. 
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Рис. 3. Зависимость положения границы раздела 

фаз от числа Больцмана и параметра φ (числа на 

легенде) 

Fig. 3. Dependence of phase boundary position on 

Boltzmann number and parameter φ (numbers on the 

legend) 

*Источник: Составлено авторами  Source: compiled by the author. 

 

Полученные результаты позволяют рассчитывать положение границы раздела фаз 

в тепловыделяющих элементах. Возмущение, вносимое лучистым теплопереносом, 

исчезает в предельных случаях, когда граничное условие превращается в условие 

первого рода (постоянная температура на границе) или условие чисто конвективной 

теплоотдачи. Расчетные зависимости могут быть использованы для расчета 

тепловыделяющих элементов, например, размеров тепловых аккумуляторов и нужной 

тепловой мощности [29, 30], а также для упрощенной оценки радиационных поправок на 

границы устойчивых режимов использования электрохимических аккумуляторов [31]. 

Необходимо отметить ограничения применимости результатов. Во-первых, все 

зависимости получены для постоянных значений теплофизических свойств материала. 

Во-вторых, жидкая фаза при неоднородном распределении температуры может стать 

конвективно неустойчивой [32]. В-третьих, для практики большое значение играют 

нестационарные режимы прогрева и расплавления, которые в работе не 

рассматриваются (некоторые особенности обсуждаются в работах [2, 33]). Наконец, 

тепловыделение может быть неоднородным или чувствительным к температуре. В этих 

случаях результаты настоящей работы могут быть лишь приближением, точность 

которого зависит от условий протекания процессов теплопереноса. 

Выводы (Conclusions) 

В работе исследованы особенности решений стационарной задачи Стефана в 

тепловыделяющем цилиндрическом образце с конвективными и лучистыми 

теплопотерями на внешней границе. Получены уравнения для расчета критических 

значений интенсивности тепловыделения. Показано, что приближенные методы 

достаточно хорошо описывают зависимости между параметрами задачи при малой 

относительной разности между температурой фазового перехода и температурой 

окружающей среды.  
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