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Резюме: АКТУАЛЬНОСТЬ данной работы заключается в анализе локальной 

робастности управляемого электропривода, представляющем собой ключевую задачу в 

случае функционирования в условиях неопределенности, когда одним из важнейших 

требований к системе является поддержание способности объекта исследования 

сохранять стабильность и требуемое качество процессов управления при влиянии 

дестабилизирующих факторов различной физической природы. ЦЕЛЬ. В работе 

исследуются системные свойства позиционного электропривода с определением 

количественных оценок допустимых вариаций параметров математической модели 

системы. Целевой установкой данной аналитики является оценка прямых и косвенных 

показателей качества функционирования позиционного электропривода на основе 

сформированного в результате исследования интервального полинома с применением 

методов компьютерного моделирования. Анализ локальной робастности позволяет 

оценить границы асимптотической устойчивости исследуемой системы в условиях 

параметрических возмущений. Формирование интервального многочлена на основе 

аппарата полиномов Эрмита-Билера и компьютерное моделирование исследуемого 

позиционного электроприводов в диапазоне рассчитанных границ вариаций параметров 

является важной и актуальной задачей. МЕТОДЫ. При решении задачи исследования 

применялись методы математического анализа, теории устойчивости и теории систем 

автоматического управления, векторно-матричные уравнения в форме пространств 

состояний и дифференциальные уравнения в операторной форме записи, 

математический аппарат полиномов Эрмита-Билера, а также моделирование уравнений 

динамики исследуемого электропривода в программной среде MatLab. РЕЗУЛЬТАТЫ. В 

работе решена задача анализа локальной робастности позиционного электропривода и 

получен интервальный полином с нижней и верхней границами коэффициентов, 

сопровождающий характеристический многочлен исследуемой системы. На основании 

результатов анализа проведено компьютерное моделирование и получены 

количественные оценки показателей качества функционирования исследуемого 

электропривода во временной и частотной областях. Приведены графики 

дополнительного движения, позволяющие при формировании объектов управления 

данного класса с устройствами коррекции и измерения компонентов вектора состояния 

проводить сравнительный анализ конфигурации исследуемой системы на предмет 

потенциальной стабильности показателей качества функционирования в условиях 

параметрических возмущений. ЗАКЛЮЧЕНИЕ. Исследование системных свойств 

позиционного электропривода по выходу его математической модели с точки зрения 

анализа локальной робастности позволяет оценить диапазон вариаций параметров по 

степени достижимости требуемых показателей качества функционирования объекта 

исследования с использованием характерных особенностей различных алгоритмов 

управления. Результаты проведенного анализа обеспечивают возможность рационально 

распределять ресурсы управления на основе классических алгоритмов, оценивать 

эффект введения в систему регуляторов выходных координат в условиях 

параметрических возмущений, а также проводить сравнение альтернативных 

вариантов формирования алгоритмов коррекции с применением классических методов с 

адаптивным подходом поискового или аналитического (беспоискового) видов, 

базирующихся на использовании эталонных моделей объекта исследования с 

идентификационным или прямым типами управления. 
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Abstract: THE RELEVANCE of this work lies in the analysis of the local robustness of a 

controlled electric drive, which is a key task in the case of operation under conditions of 

uncertainty, when one of the most important requirements for the system is to maintain the 

ability of the object of study to maintain stability and the required quality of control processes 

under the influence of destabilizing factors of various physical natures. PURPOSE. The paper 

studies the system properties of a positional electric drive with the definition of quantitative 

estimates of permissible variations in the parameters of the mathematical model of the system. 

The target setting of this analysis is to evaluate direct and indirect indicators of the quality of 

the positional electric drive operation based on the interval polynomial formed as a result of 

the study using computer modeling methods. Analysis of local robustness allows us to estimate 

the boundaries of asymptotic stability of the system under study under parametric 

disturbances. Formation of an interval polynomial based on the apparatus of Hermite-Bieler 

polynomials and computer modeling of the positional electric drive under study in the range of 

calculated boundaries of parameter variations is an important and urgent task. METHODS. 

When solving the research problem, methods of mathematical analysis, stability theory and 

theory of automatic control systems, vector-matrix equations in the form of state spaces and 

differential equations in operator form, the mathematical apparatus of Hermite-Biehler 

polynomials, as well as modeling of the dynamics equations of the electric drive under study in 

a software environment were used MatLab. RESULTS. In this work, the problem of analyzing 

the local robustness of a positional electric drive is solved and an interval polynomial with 

lower and upper bounds of the coefficients is obtained that accompanies the characteristic 

polynomial of the system under research. Based on the results of the analysis, computer 

modeling was carried out and quantitative estimates of the quality indicators of the functioning 

of the electric drive under research were obtained in the time and frequency domains. Graphs 

of additional motion are presented, which allow, when forming control objects of this class 

with sensors and coordinate controllers, to carry out a comparative analysis of the 

configuration of the system under research for the potential stability of performance indicators 

under conditions of parametric disturbances. CONCLUSION. The research of the system 

properties of a positional electric drive according to the output coordinate of its mathematical 

model from the point of view of local robustness analysis allows us to evaluate the range of 

parameter variations according to the degree of achievability of the required indicators of the 

quality of functioning of the object using the characteristic features of various control 

algorithms. The results of the analysis provide the opportunity to rationally distribute control 

resources based on classical algorithms and evaluate the effect of introducing output 

coordinate controllers into the system under conditions of parametric disturbances. It is also 

possible to compare options for the formation of correction algorithms using classical methods 

with an adaptive approach of search or analytical (non-search) types, based on the use of 

reference models of the research object with identification or direct types of control.  
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Введение (Introduction) 

Классические методы анализа и синтеза систем управления электроприводов 

базируются на предположении, что математические модели объектов исследования с 

необходимой и достаточной точностью описывают реальное поведение объектов [1, 2], не 

допускают структурных изменений в процессе функционирования, а параметры моделей 

стационарны и не подвержены флуктуациям [3, 4]. На практике электроприводы являются 

объектами, работающими в условиях влияния различных дестабилизирующих 

воздействий [5, 6], вызванных, в том числе, нестабильностью параметров в процессе 

эксплуатации [7-9]. В данном случае речь идет о параметрической неопределенности 

математической модели объекта [10-12], которая может существенно отличаться от 

номинальной или эталонной модели, положенной в основу формирования алгоритма 

управления с применением классических методов синтеза [13-15]. Параметрическая 

неопределенность предполагает изменение системных параметров математических 

моделей, таких как коэффициенты полиномов числителей и знаменателей передаточных 

функций или коэффициентов матриц состояния, входа и выхода объектов исследования 

[16, 17]. Другие виды неопределенностей, такие как сигнальная, вызванная воздействием 

на объект заранее неизвестного возмущения экзогенного или эндогенного 

происхождения, функциональная, при наличии которой математическая модель объекта 

содержит неизвестные функциональные зависимости переменных состояния, 

регулируемых координат или сигналов управления и структурная, когда структура 

математической модели объекта известна неточно и является причиной возникновения 

паразитной динамики, – все перечисленные виды неопределенностей могут быть сведены 

к параметрической неопределенности, которая учитывает как априорные, так и текущие 

вариации параметров математической модели [18-20]. 

Приведенные выше соображения наряду с гипотезой о возможности рассмотрения 

сигнальной, функциональной и структурной неопределенностей как параметрической 

позволяют рассматривать управляемый позиционный электропривод как объект с 

параметрической неопределенностью [21, 22]. В итоге возникает задача аналитического 

определения вариаций нестабильных параметров относительно их номинальных 

(эталонных) значений. Результаты решения данной задачи, в зависимости от 

особенностей их применения, могут быть представлены в абсолютных или относительных 

единицах в аддитивной или мультипликативной форме [23, 24]. Целью данного 

исследования является определение показателей качества динамических процессов 

регулируемого позиционного электропривода, функционирующего в условиях 

параметрической неопределенности на основе анализа локальной робастности, т.е. 

аналитической оценки вариаций параметров математической модели объекта 

исследования с применением аппарата полиномов Эрмита-Билера. Научная значимость 

исследования состоит в определении прямоугольного гиперпараллелепипеда в 

пространстве нестабильных параметров при произвольной параметрической 

неопределенности в условиях сохранения асимптотической устойчивости системы. 

Практическая значимость исследования заключается в формировании алгоритма 

вычисления интервального полинома, сопровождающего характеристический полином 

эталонной модели объекта, с определением верхнего и нижнего диапазонов изменений 

параметров в рамках устойчивого решения уравнений динамики с возможностью 

автоматизированной реализации указанного алгоритма. 

Материалы и методы (Materials and methods) 

Рассмотрим объект исследования, позиционный следящий электропривод, 

представленный линейной стационарной системой вида 

  00, ,n x x  xx Ax  

с характеристическим многочленом 
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удовлетворяющим критерию Рауса-Гурвица, т.е. полюсами  0R 1e ,i i n   [25-27]. 

Решим задачу определения интервального многочлена 
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сопровождающего характеристический полином (1), с верхней ia  и нижней ia  границами 

коэффициентов, удовлетворяющих неравенствам 
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  1,i i ia a a i n   . (3) 

Поставленную задачу будем решать с применением полиномов Эрмита-Билера [28], 

позволяющих представить характеристический полином  D s  суммой 

     2 4 1 3 5, , , , , , .n n n n n nD s G a a a sH a a a       

Полиномы Эрмита-Билера G и H определяются выражениями 
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Здесь    ,G Hl l   – приведенные многочлены полиномов Эрмита-Билера G и H, а 

квадратные скобки означают операцию взятия целой части действительного числа. 

Если характеристический полином  D s  имеет устойчивое решение, то при условии 

1 0a  , корни приведенных многочленов Эрмита-Билера    ,G Hl l   отрицательны, 

вещественны и перемежаются, удовлетворяя неравенствам 

 1 1 2 20 i i              . (4) 

Устойчивое решение интервального полинома  intD s  означает, что устойчивыми 

будут решения следующих четырех полиномов, составленных из верхних и нижних 

граничных значений коэффициентов интервального полинома (2): 
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 (5) 

Если приведенные многочлены    ,G Hl l   полиномов Эрмита-Билера G и H, 

фигурирующих в (5), представить в виде 
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то устойчивость решения интервального полинома означает, что для всех , 1,2i j   

полиномы ,i jG H , определяемые выражениями: 
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составляют положительные пары ,i jG H 
  . 
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Пары полиномов 
1 2 1 2
, , ,G G H H

      
   

, сопровождающих многочлены 

   ,G Hl l  , верхняя и нижняя границы которых чередуются при условии выполнения 

неравенств 

    1, , 1, ,G G G H H H
i i i i i ii m i k         (8) 

называются парами Лобачевского [29, 30]. 

При заданном характеристическом полиноме  D s  (1), удовлетворяющем критерию 

Рауса-Гурвица, можно вычислить корни соответствующей ему положительной пары 

многочленов Эрмита-Билера    ,G Hl l   и, с учетом выполнения неравенств (4), разбить 

отрицательную полуось оси вещественных чисел комплексной плоскости корней на 

непересекающиеся вариации возможных изменений корней положительных пар полиномов 

 , , 1,2G Hi j
i j    в соответствии с неравенством 

 
1 1 1 1 1 10

,i i i j j j

            

            
 (9) 

где  , , , 1, , 1,i i j j i m j k       – отрицательные действительные числа, корни 

положительных пар полиномов  , , 1,2G Hi j
i j   . 

Связь корней приведенных многочленов    ,G Hl l   с коэффициентами 

полиномов  , , 1, 2G Hi j
i j   

  
 определяется выражениями 
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     
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     

 

Таким образом, алгоритм определения интервального полинома  intD s , 

сопровождающего характеристический полином  D s  устойчивой замкнутой системы 

может быть представлен следующей последовательностью действий: 

1) формирование полиномов Эрмита-Билера G и H, сопровождающих заданный 

характеристический полином  D s  устойчивой замкнутой системы; 

2) формирование приведенных многочленов Эрмита-Билера    ,G Hl l  , 

сопровождающих полиномы G и H; 

3) определение корней приведенных многочленов Эрмита-Билера    ,G Hl l  ; 

4) разбиение отрицательной полуоси оси вещественных чисел комплексной 

плоскости на непересекающиеся интервалы возможных вариаций корней, определенных в 

п.3, в соответствии с неравенством (9), с учетом выполнения условия, что восстановленные 

по границам этих корней положительные пары полиномов  , , 1,2G Hi j
i j   , 

сопровождающие приведенные многочлены Эрмита-Билера    ,G Hl l  , составляли 

пары Лобачевского, удовлетворяющие неравенствам (8); 

5) выбор верхней и нижней границ коэффициента 1a  в соответствии с условиями, 

следующими из (7): 
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 (10) 

6) формирование интервального полинома (2), соответствующего выражениям (7).  

Рассмотрим подробнее выполнение п. 4, исходя из условия, что восстановленные по 

непересекающимся интервалам возможных вариаций корней многочленов Эрмита-Билера 

   ,G Hl l   полиномы  , , 1,2G Hi j
i j    составляют пары Лобачевского. 

В соответствии с формулами Виета связь коэффициентов  1,ia i n  

характеристического полинома  D s  с его корнями  1,i i n   может быть представлена в 

виде 

   

 

   

 

1 2

1

2

1 2

1 1 2 3 1
1

2 1 2 3 1 2 3 1

2 1 1
1
2

3 1 2 3 4 1 1 3 4 5 1

1 1 2 3 4 5 1

2 1

,

,

n

n n i
i

n n n n

n

n n n n n i i
i
i
i i

n n n n

n n n n

n n

a

a

a




 

  




 

 



         

                  

          

                     

             

   





   



 

 

1 2 3

1

2

3

1 2 3

1 1

1

2

1

1 2 1

2 1
1
2
3

1
1 1 2 3 2 1

1 2 3 1 2 3 1

1

1
2

1

1

,

1

1 ,

1 .

n

n

n

n

n n n i i i
i
i
i

i i i

n
n n n n n

n n n n n

n
n

i i
i
i

i n
i i i

n
n n

a

a







 




 


   

  






 
 

      

         

           

   

   




 

Введем обозначения    1 1col , , , col , ,n na a   a Λ  и запишем приведенные 

выше формулы в векторно-матричной форме в двух вариантах: 

1) левая верхне-треугольная форма: 
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(11) 

2) правая верхне-треугольная форма: 
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(12) 

Анализ выражений (11), (12) позволяет заключить, что матрица 1W  не зависит от 

корня 1 , матрица 2W  не зависит от корня 2  и обе матрицы являются невырожденными в 

случае отсутствия нулевых корней. 

Исследуем особенности применения формул (11), (12) при оценке вариаций корней 

(1) с учетом неравенства (9). Определим пару Лобачевского, сопровождающую полином 

G  для случая четной степени характеристического полинома  D s  при условии 

соблюдения неравенств 
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Введем обозначения 
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и перепишем неравенства (13) с учетом выражения (11) в векторно-матричной форме 

 * * *
1 1 1 .G G GW W W          (14) 

Неравенство (14) позволяет при заданном интервале вариаций корней, 

удовлетворяющих неравенству (9), начиная со второго, найти границы возможных 

вариаций корня  1 1 1,   , при которых полиномы 
1 2
,G G   образуют пару Лобачевского. 

Следует отметить, что при флуктуации корней  2,j j m   необходимо учитывать 

тот факт, что границы возможных вариаций корней  1,i j l   должны быть такими, чтобы 

соответствующая этим корням пара полиномов 
1 2
,H H   была бы парой Лобачевского. 

В случае нечетной степени характеристического полинома  D s  построение пары 

Лобачевского 
1 2
,G G   производится согласно процедуре, рассмотренной выше. При 

определении пары Лобачевского, сопровождающей полином H , должны быть 

удовлетворены неравенства 
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Введем обозначения 

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 1

3 2 1

3 2 1

22 23
*
2

col , , , , ,

col , , , , ,

col , , , , ,

col , , , , ,

col , , , , ,

col , , , , ,

1 1 1 1

0

H H H H
H

H H H H
H

H H H H
H

k k k k

k k k k

k k k k

w w

W

  

  

  

      
 

      
  

      
  

     

      
 

      
 

   

 



2,

33 3,

4,

.0 0

0 0 0

l

l

l

w

w w

w

 
 


 
 
 

 
 
 

 

С учетом введенных обозначений неравенства (15) на основании выражения (11) в 

векторно-матричной форме можно записать как 

 * * *
2 2 2 .H H HW W W           (16) 

Неравенство (16) позволяет при заданном интервале вариаций корней, 

удовлетворяющих неравенству (9), найти границы возможных вариаций корня  ,k k k   , 

при которых полиномы 
1 2
,H H   образуют пару Лобачевского. 

Следует отметить, что при флуктуации корней  1, 1i i l    необходимо учитывать 

тот факт, что границы возможных вариаций корней  1,j j m   должны быть такими, 

чтобы соответствующая этим корням пара полиномов 
1 2
,G G   была бы парой 

Лобачевского. 

Результаты (Results) 

В качестве объекта исследования рассмотрим позиционный следящий электропривод 

с двигателем постоянного тока типа 4ПБ112М2Г [15, 17] и главной отрицательной обратной 

связью по углу с ПИ-регулятором углового перемещения.  

К параметрам динамической модели электропривода относятся следующие 

величины: рп 2k   – коэффициент передачи регулятора углового перемещения; рп 20 сT   

– постоянная времени регулятора углового перемещения; п 10k   – коэффициент передачи 
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управляемого преобразователя; п 0,002 сT   – постоянная времени управляемого 

преобразователя; э 0,0075 сT   – электромагнитная постоянная времени якорной цепи; 

м 0,05 сT   – электромеханическая постоянная времени; дв 1,5083 В с/радk    – 

коэффициент передачи двигателя; р 0,1k   – коэффициент передачи редуктора; 

дп 6 В/радk   – коэффициент передачи датчика углового перемещения. 

С учетом приведенных величин характеристический полином вида (1) для замкнутой 

системы запишется как 
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э м п рп э м п рп э м п

рп п дв р дп п дв р дп

э м п э м п рп

1

.

T T Т T T Т T Т T Т
D s s s s s

T T T Т T T T Т T T T

k k k k k k k k k
s

T T T T T T Т

 
    

 

 (17) 

Решим задачу определения интервального полинома вида (2), сопровождающего 

характеристический полином (17), с верхней ia  и нижней ia  границами коэффициентов 

Подставляя в (17) числовые значения, получим 

   5 4 3 6 2 7633,3333 69333,3333 1,3333 10 2,41328 10 603320.D s s s s s s         (18) 

Представим характеристический полином (18) в виде полиномов Эрмита-Билера 

     

   

  

   

  

4 6 2
1

2

4 2

2

,

633,3333 1,3333 10 603320

69333,3333 38100 633,3333 0,4526 2104,5473 ;

69333,3333 38100

69333,3333 38100 0,5495 69332,7838 .

G

H

D s G s sH s

G s s s a l

l l l l

H s s s l

l l l l

 

      

     

     

     

 

Из полученных результатов видно, что исходный характеристический полином 

соответствует критерию Рауса-Гурвица, поскольку сопровождающие его полиномы 

Эрмита-Билера составляют положительную пару: 

       1 1 2 20 0,4526 0,5495 2104,5473 69332,7838 .                 

Запишем сопровождающую полином G  пару Лобачевского 

    

    

2
2 1 1 21

2
2 1 1 22

,

,

G G
G

G G
G

l l l l l

l l l l

      

      

 

где 1 1 2 20 0,4526 0,5495 2104,5473 69332,7838.                 

Примем 2 260000, 2000       и сформируем неравенство (14) 

 

 

1 1 1 1

21 2 2 22

1 1

21 2 2 2

1 1 1 1

0 2000 0 2000

1 1 1 1 0,4526 2105

0 2104,5473 0 2104,5473 952,5181

G G

GG

G

G

w

w

                                            

                                         
 

 
11

21 2 2

1 1 1 1
,

0 60000 0 60000w




         
      
           

 

из которого следует, что 

1 1

1 1

2000 2105 60000;

2000 952,5181 60000 ,

     

    
 

или, что то же самое, 

1

1

952,5181
57895 0,0159;

60000

952,5181
105 0,4763.

2000


    


     
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Полученные неравенства позволяют принять верхнюю и нижнюю границы 

1 10,015; 100       и определить искомые коэффициенты пары Лобачевского: 

1

2

1

2

1 1 100 2100
;

2000 0 2000 200000

1 1 0,015 60000,015
,

60000 0 60000 900

G

G

G

G

                          

                          
 

 

т.е. 1 1 2 260000,015; 2100; 200000; 900G G G G        .  

Поскольку рассматриваемый характеристический полином (18) имеет нечетную 

степень, для определения пар Лобачевского 
1 2
,H H   воспользуемся соотношением (16). 

Значения флуктуаций корней полинома H  примем близкими к соответствующим 

значениям корней i  с точностью до 0,001 согласно интервалу «неулучшаемости» 

интервального полинома: 1 1 2100,001; 2099,999; 60000,001        . Тогда для 

рассматриваемого случая неравенство (16) запишется как 

 

 

1 1 1

22 2 22 22

1

22 1 2

1 1 2099,9991 1

0 0 60000,001

1 1 1 1 0,5495 69333,3333

0 0 0,5495 69332,7838 38098,3647

H H

HH w

w
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1
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.
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w

 
    
 

         
                 

 

Из полученного соотношения следует, что 

2 2

2 2

2099,999 69333,3333 100,001 ;

2099,999 38098,3647 100,001 ,

   

    
 

или, что то же самое, 

2

2

38098,3647
67233,3343 18,1421

2099,999

38098,3647
69233,3323 380,9836.

100,001


     


    

 

Полученные неравенства позволяют принять верхнюю и нижнюю границы 

2 218; 300       и определить искомые коэффициенты пары Лобачевского: 

1

2

1

2

1 1 2099,999 2117,999
;

0 60000,001 18 1080000,018

1 1 100,001 400,001
,

0 100,001 300 30000,3

H

H

H

H

                          

                         
 

 

т.е. 1 1 2 2400,001; 2117,999; 1080000,018; 30000,3H H H H        . 

Далее в соответствии с (10) для нечетного n определим границы коэффициента 1a : 
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5
1 1

2

3
1

1

5
1 1

2

3
1

1

603320
min , 633,3333, 670,3555 633,3333,

900

1333300
22,2217,

60000,015

603320
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Принимаем 1 122,23; 634a a  . Окончательно искомый интервальный полином 

запишется как 

       

   

5 4 3 2
int 22,23; 634 8892,0222;253600,634 46683;38040009,51

666906,669;684720011,412 180063;44446000 .

D s s s s s

s

    

 
 (19) 

Обсуждение (Discussions) 

Проведем моделирование исследуемого позиционного электропривода по уравнению 

(18) с учетом полученного интервального полинома (19) по верхней и нижней границам 

диапазона вариаций параметров с получением временных и частотных зависимостей. 

Соответствующие графики переходных и логарифмических частотных характеристик, 

полученные автором в результате моделирования в программной среде MatLab с помощью 

приведенного ниже скрипта (рис. 1), представлены на рисунках 2 и 3. 

 

 
Рис. 1. Скрипт для задания параметров моделей 

позиционного электропривода 

Fig. 1. Script for setting parameters of positional 

electric drive models 

*Источник: Составлено авторами Source: compiled by the author. 

 

 
Рис. 2. Переходные характеристики 

позиционного электропривода 

Fig. 2. Step response of a positional electric drive 

*Источник: Составлено авторами Source: compiled by the author. 
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Рис. 3. Логарифмические частотные 

характеристики позиционного электропривода 

Fig. 3. Bode diagrams of a positional electric drive 

*Источник: Составлено авторами Source: compiled by the author. 

 

Из анализа характеристик, показанных на рисунке 2 видно, что переходный процесс 

выходной регулируемой координаты, угла перемещения исполнительного вала 

электропривода  nom t , при номинальных значениях параметров характеризуется 

перерегулированием 19,8%, временем нарастания 0,08 с и временем установления 0,414 с. 

На графиках угол перемещения  t  обозначен буквой Q, поскольку в среде MatLab 

греческие буквы представляют недопустимые текстовые символы, а индексы up и low 

означают соответственно верхнюю и нижнюю границы интервального полинома. 

На переходной характеристике электропривода с параметрами, соответствующими 

нижней границе значений  low t  перерегулирование возрастает до 42,1%, время 

нарастания – до 0,146 с, а время установления составляет 1,94 с, т.е. колебательность 

увеличилась в 2 раза, а длительность переходного процесса – более, чем в 4 раза, что 

свидетельствует об ухудшении показателей качества. 

Переходный процесс  up t , соответствующий верхней границе значений 

параметров электропривода, можно считать апериодическим с перерегулированием, 

близким к нулю и существенно меньшим временем установления, около 0,19 с; при этом 

время нарастания, равное 0,105 с, незначительно отличается от соответствующего 

показателя при номинальных значениях параметров. 

Логарифмические частотные характеристики, показанные на рисунке 3, позволяют 

оценить запасы устойчивости по фазе  з   и амплитуде  зL  . Так, запасы по фазе 

     з з з68,7 град; 44,8град; 174 градnom low up         , запасы по амплитуде 

     з з з13,7 дБ; 25,9дБ; 24,1 дБnom low upL L L      . К характерным особенностям 

полученных графиков можно отнести наличие двух резонансных пиков на амплитудно-

частотной характеристике  upL  , что свидетельствует о наличии в составе 

соответствующего интервального полинома двух колебательных звеньев. Запасы 

устойчивости по фазе имеют четкую корреляцию с перерегулированием (рис. 1) и меньшее 

значение  з   соответствует большему перерегулированию. Запасы устойчивости по 

амплитуде распределились иначе, и минимальное значение соответствует электроприводу с 

номинальными параметрами, а максимальное – электроприводу с процессом  low t . 

Данный показатель не является определяющим, однако изменение общего коэффициента 

усиления может привести к неустойчивым решениям. 
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На рисунке 4 представлены полученные автором графики дополнительного движения 

(невязки  t ) выходной координаты  t  при вариациях параметров. Соответствующие 

зависимости определяются разностью      varnomt t t    , где  var t  – выходная 

координата при граничных значениях параметров. 

 

 
Рис. 4. Графики дополнительного движения 

(невязки) позиционного электропривода 

Fig. 4. Graphs of additional movement (discrepancy) 

of a positional electric drive 

*Источник: Составлено авторами Source: compiled by the author. 

 

Графики невязки характеризуют отличия временных зависимостей выходных 

координат  var t  от эталонного процесса как в динамике, так и в статике. Из анализа 

рисунка 4 следует, что в установившемся режиме погрешность от вариаций параметров 

пренебрежимо мала, поскольку по истечении 2 с процессы  t  устанавливаются около 

нуля. Оценку динамических погрешностей целесообразно осуществить путем вычисления 

интеграла от квадрата невязки    2

0

t

t t dt   . Полученные автором графики представлены 

на рисунке 5. 

 

 
Рис. 5. Графики квадрата невязки позиционного 

электропривода 

Fig. 5. Graphs of the squared discrepancy of a 

positional electric drive 

*Источник: Составлено авторами Source: compiled by the author. 
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Из представленных графиков видно, что погрешность   20,075 рад сlow t    (δ(t):1 

на рисунке 5) значительно больше погрешности   20,01 рад сup t   (δ(t):2 на рисунке 5), 

что является количественным выражением отличий соответствующей переходной 

характеристики от графика эталонного переходного процесса. 

Проведенные расчеты с получением интервального полинома (19) и последующее 

моделирование исследуемой системы позволяют сделать вывод о том, что в заданном 

диапазоне вариаций параметров система с последовательным корректирующим 

устройством является робастно устойчивой. 

Кроме того, интерес представляет определение такого сочетания параметров 

объекта исследования, при котором система окажется на границе устойчивости. Как 

правило, определяющее влияние на динамическое поведение системы и, в частности, на 

ее устойчивость оказывают коэффициенты усиления соответствующих элементов, 

которые могут быть представлены граничным значением общего коэффициента передачи. 

С учетом известных номинальных значений коэффициентов ia  характеристического 

полинома (17) исследуемого объекта при условии их положительности система будет 

устойчивой при выполнении неравенства 

     
2

1 2 0 3 3 4 2 5 1 4 0 5 0a a a a a a a a a a a a     . (20) 

Общий коэффициент передачи K позиционного электропривода представляет собой 

произведение соответствующих коэффициентов неизменяемой части системы: 

п дв р дпK k k k k . 

Перепишем неравенство (20) с учетом коэффициентов (17) относительно K, 

приравняем его к нулю и после некоторых преобразований получим уравнение 
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  

  
 

 (21) 

Корни уравнения (21) вещественные и равны 1 21,1408; 1,2098K K   . Поскольку 

коэффициенты передачи не могут быть отрицательными, искомое решение соответствует 

корню 1K . Результаты данного решения коррелируют с полученными выше частотными и 

временными зависимостями, из которых видно, что ухудшение прямых показателей 

качества переходных процессов и снижение запасов устойчивости наблюдается при 

уменьшении коэффициентов характеристического уравнения (17) и, в том числе, общего 

коэффициента передачи системы. Данное обстоятельство свидетельствует о том, что 

математическая модель исследуемой системы допускает в теории неограниченное 

повышение общего коэффициента передачи, что говорит о высокой степени робастности 

и возможности получения хороших точностных показателей позиционного 

электропривода. 

Детальный анализ влияния полюсов уравнения (17) на динамические процессы 

объекта исследования при бесконечных пределах изменения общего коэффициента 

передачи позволяет получить метод корневого годографа. Поскольку исследуемая 

система относится к классу SISO-систем (один вход – один выход) для применения 

метода корневого годографа целесообразно использовать оператор rlocus программной 

среды MatLab. Запишем скрипт с использованием указанного оператора (рис. 6) и 

проведем соответствующий анализ. 

 

 
Рис. 6. Скрипт для построения корневого 

годографа 

Fig. 6. Script for plotting a root hodograph 

*Источник: Составлено авторами Source: compiled by the author. 

 

На рисунке 6 r представляет собой массив полюсов размерностью 5 56  при 

0,K   , а, собственно, k – это общий коэффициент передачи, представленный вектором 

из 56 значений в указанном диапазоне изменения. Результаты моделирования в силу 

чрезмерно большого объема информации в работе не приводятся. 
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Оператор rlocus позволяет также получить графическое представление корневого 

годографа на комплексной s-плоскости нулей и полюсов исследуемой замкнутой системы. 

Соответствующие зависимости, полученные автором, представлены на рисунке 7. 

 

 
Рис. 7. Корневой годограф позиционного 

электропривода 

Fig. 7. Root locus of a positional electric drive 

*Источник: Составлено авторами Source: compiled by the author. 

 

Годограф начинается в точках, соответствующих нулевому значению общего 

коэффициента передачи со следующими значениями полюсов, показанных на рисунке 7 

крестиками (рис. 8). 

 

 
Рис. 8. Точки, соответствующие нулевому 

значению общего коэффициента передачи 

Fig. 8. Points corresponding to zero value of overall 

transmission coefficient 

*Источник: Составлено авторами Source: compiled by the author. 

 

Два первых корня 1 2499,74; 114,866s s     вещественные и по мере увеличения 

K трансформируются в пару комплексно-сопряженных корней с удаляющимися от 

границы устойчивости в отрицательную область действительными и мнимыми частями. 

Пятый полюс 5 0,025s    также является вещественным и при K   стремится к 

соответствующему нулю 0,025s   , обозначенному на рисунке 5 кружком. Третий и 

четвертый корни представлены комплексно-сопряженной парой 3,4 9,3511 18,2314s j    

и при увеличении K траектория указанных корней стремится в правую полуплоскость, что 

соответствует неустойчивому состоянию системы. Граница устойчивости отвечает 

частоте 45,9 рад/с  (синие графики на рисунке 2) и общему коэффициенту передачи 

4,87K  . Отличие от граничного значения коэффициента передачи, вычисленного с 

помощью выражения (21) вызвано в данном случае учетом параметров ПИ-регулятора 

углового перемещения, которые при использовании критерия Рауса-Гурвица вошли в (21) 

в качестве постоянных коэффициентов. 

Таким образом, проведенный анализ позиционного электропривода с двигателем 
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постоянного тока и последовательным корректирующим устройством в виде ПИ-

регулятора углового перемещения позволил на основе применения аппарата полиномов 

Эрмита-Билера выявить допустимый диапазон вариаций параметров, обеспечивающий 

робастную устойчивость функционирования исследуемого объекта. Также были 

определены граничные значения общего коэффициента передачи электропривода с 

учетом и без учета корректирующего устройства. 

Заключение (Conclusions) 

В работе сформулированы основные теоретические положения методики 

определения интервального полинома  intD s , сопровождающего характеристический 

полином  D s  устойчивой замкнутой системы с применением математического аппарата 

полиномов Эрмита-Билера в форме последовательного алгоритма с возможностью 

автоматизации выполнения указанных в данном алгоритме вычислительных процедур. 

Приведены два альтернативных способа записи формул Виета, характеризующих связь 

коэффициентов  1,ia i n  характеристического полинома  D s  с его корнями  1,i i n   

в левой и правой верхне-треугольных формах. Рассмотрена процедура формирования 

вариаций корней для случая четной и нечетной степеней характеристического многочлена, 

позволяющая записать в компактной векторно-матричной форме неравенства, 

характеризующие границы возможных вариаций корней, при которых соответствующая 

этим корням пара полиномов удовлетворяет условию получения положительных пар 

Лобачевского. 

Рассмотренная методика применена для анализа локальной робастности 

позиционного электропривода с двигателем постоянного тока, последовательным 

корректирующим устройством (ПИ-регулятором) и главной отрицательной обратной 

связью по угловому перемещению. Получен интервальный полином  intD s  и определены 

верхняя и нижняя границы вариаций параметров, принадлежащих области прямоугольного 

гиперпараллелепипеда в пространстве нестабильных параметров при сохранении 

асимптотической устойчивости системы. Подтверждено путем компьютерного 

моделирования, что анализируемая система робастно устойчива в заданном диапазоне 

вариаций параметров, причем переходный процесс  up t  при заданных параметрических 

изменениях имеет монотонный характер. Данное обстоятельство целесообразно 

использовать при синтезе малоколебательных систем управления электроприводов. Тем не 

менее, на основании полученных результатов можно утверждать, что последовательная 

коррекция и, в том числе, находящие широкое применение при проектировании 

электроприводов системы подчиненного регулирования, не обеспечивают системе 

управления, функционирующей в условиях параметрической неопределенности, 

поддержания эталонного качества переходных характеристик и запасов устойчивости 

Таким образом, в работе сформулирована методика анализа локальной робастности 

замкнутых систем управления электроприводов, на основании которой имеется 

возможность проведения исследований различных алгоритмов формирования 

управляющих воздействий с применением как традиционных, так и адаптивных методов 

синтеза с целью выявления таких способов коррекции, которые обеспечивают 

исследуемой системе малую чувствительность к параметрическим возмущениям. 
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