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В монографии [1] представлено аналитическое решение определения 

нестационарного температурного поля в сплошном цилиндрическом теле, окруженном 

сравнительно тонкой оболочкой. Автор данной работы, принимая в первом приближении 

тонкую оболочку близкой к плоской, получил следующие безразмерные математические 

выражения для этой двухслойной системы: 

                                                       FoJA n
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где использованы обозначения: 
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Причем индекс «1» справедлив для центрального цилиндрического стержня, а «2» – для 

наружного слоя. 

В литературе [1] приведена также развернутая зависимость для расчета 

коэффициентов рядов nA . 

Основной проблемой при практическом использовании формул (1) и (2) является 

нахождение собственных чисел данной задачи n , которые при указанном выше 

допущении должны удовлетворять сравнительно сложному характеристическому 

уравнению вида [1] 

         1sin1cos 0000 aaa KKKBiJ  

         01cos1sin 0001   aaa KKKBiJK ,                          (3) 

где безразмерное число Био рассчитывается по соотношению 
1
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R
Bi , а геометрический 

параметр 
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R

R
 . 

Очевидно, что, если 10   (оболочка отсутствует), выражение (3) вырождается в 

хорошо известное соотношение [1, 2]: 

                                                                      
 
  BiJ

J 






1

0 ,                                                               (4) 

справедливое для сплошного однородного бесконечного цилиндрического тела. 

Первые шесть корней этого уравнения в зависимости от числа Bi  приведены в [1, 2]. 

Кроме этого, в работах [3–5] предложены весьма эффективные аналитические методы для 

определения собственных чисел n  уравнения типа (4) для любых величин Bi  (  Bi0 ) 

и при любом порядковом номере n . Значительно сложнее определить корни n  по 

уравнению (3), которое содержит намного больше исходных параметров, что, как известно, 

свойственно задачам теплопроводности многослойных конструкций [6–8]. Поэтому 

разработка оперативных инженерных способов решения уравнений класса (3) представляет 

как математический, так и прикладной интерес. 

На первом этапе, по-видимому, целесообразно установить для заданных исходных 

значений aK , K  и 0  возможные предельные величины n . Для этого, очевидно, 

необходимо исследовать данную зависимость для случаев, когда 0Bi   и Bi . 

Тогда формула (3) принимает соответствующие более простые выражения: 
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Нетрудно показать, что зависимости (5) и (6) в случае, когда параметр 10   (т.е. 

внешнего слоя нет), вырождаются в уравнение (4) для указанных предельных величин Bi . 

Следовательно, известные корни n  этого уравнения для 0Bi  и Bi  могут 

рассматриваться как некоторые граничные значения. В табл. 1, в частности, приведены 

первые три корня n соотношения (4) [1, 2]. 

Указанные в табл. 1 диапазоны могут быть откорректированы. Так, в частности, если 

использовать аппроксимацию 

                                                    11tg 00 aa KK ,                                               (7) 

Таблица 1 

Значения первых корней уравнения (4) для 0Bi  и Bi  

Bi  1  2  3  

0 0 3,8317 7,0156 

  2,4048 5,5201 8,6537 

которая является наиболее простым и близким приближением на интервале 

                                                          5,010 0  aK , то тогда выражение (6) примет вид 
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где фиктивное число 
*Bi  
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Формула типа (8), как отмечалось ранее, подробно исследована в работах [1–5]  и 

поэтому нахождение ее корней n  не представляет затруднений. 

Рассмотрим следующий конкретный пример. 

Предположим, что параметры aK , K  и 0  соответственно равны 0,5aK  , 

0,5K   и 2,10  , что свойственно сравнительно значительному по толщине слою 

налагаемого материала, обладающему более высокой теплопроводностью по сравнению с 

центральным телом. Тогда условное число 
*Bi будет равно 
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При такой величине 
*Bi первый корень 1  уравнения (8), согласно [1], равен 

2880,21   и, следовательно, предложенная аппроксимация (7) в данном случае вполне 

допустима, так как комплекс     3,02288,02880,212,15,01 10 aK . 

Если же необходимо вычислить 1  с более высокой точностью, то можно найти 

второе приближение на основе соотношения 
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1
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
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J

J
. 

Отсюда следует, что 286,21  , т.е. наблюдается незначительное уточнение. 
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Принципиально подобный подход применим и для поиска значений n  и более высоких 

порядков. Так первое приближение для второго корня 2  при 20* Bi  на основе [1] 

равняется 2568,52  .  Второе приближение находится из условия 

                       
 
 
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1
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
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J
, 

что соответствует 23,52  . Эта величина позволяет найти третье приближение по той же 

схеме, которое будет мало отличаться от уже полученного. 

Третий корень 3  рассчитывается аналогичным образом. Из [1] находим первое 

приближение для 2534,83  . Следовательно, второе приближение можно выявить из 

условия 

                       
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1

0 



 aKK

J

J . 

Отсюда имеем 143,83  . Далее более точное приближение будет 152,83  . 

Последующие итерации проводить нецелесообразно, так как этот процесс очень быстро 

сходится.  

Результаты выполненных конкретных расчетов показывают, что предлагаемый 

несложный метод нахождения предельных величин первых собственных чисел n  

обладает приемлемой точностью, если безразмерный комплекс   10aK  даже 

превышает ограничение 0,5. 

Аналогичным образом осуществляется оценка минимальных значений n  для 

0Bi . Для этого можно использовать условие (5), из которого, например, следует, что 

01  . Применяя выражение (5), удается найти 2 , 3  и т.д. Если взять за базовое 

значение 8317,32   (табл.1), то методом последовательного приближения с помощью 

уравнения (5) можно вычислить фактический корень 2 , который для ранее принятых 

параметров aK , K  и 0  будет равен 276,32  . Точно также, принимая за исходную 

величину 0156,73  , находится истинное значение 114,63  . В табл. 2 приведены 

рассчитанные предложенным методом 1 , 2  и 3  для случая 5,0aK ,  5,0K  и 

2,10  , когда 0Bi  и Bi . 

Таблица 2 

Значения первых трех корней уравнений (5) и (6)  

при 5,0aK , 5,0K  и 2,10   

Bi  1  2  3  

0 0 3,276 6,114 

  2,286 5,230 8,152 

Для упрощения процедуры вычисления предельных величин n  с помощью 

уравнений (5) и (6) полезно использовать табл. 3, в которой приведены значения функции 

 
 xJ

xJ
y

1

0  в интервале аргумента 100  x , рассчитанные на основе данных, имеющихся 

в работе [8]. 

Зависимость (3) достаточно просто может быть преобразована к виду 
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на основе которой при заданном корне   вычисляется соответствующее ему число Bi . 

Таблица 3 

Значения отношений функций Бесселя 
 
 xJ

xJ

1

0  

x  
 
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xJ

1

0  x  
 
 xJ

xJ

1

0  x  
 
 xJ

xJ

1

0  

0  0,50 3,847 1,50 0,917 

0,05 39,991 0,60 3,181 1,60 0,799 

0,10 19,947 0,70 2,678 1,70 0,689 

0,15 13,296 0,80 2,294 1,80 0,585 

0,20 9,950 0,90 1,989 1,90 0,485 

0,25 7,937 1,00 1,739 2,00 0,388 

0,30 6,591 1,10 1,528 2,10 0,293 

0,35 5,626 1,20 1,347 2,20 0,199 

0,40 4,899 1,30 1,188 2,30 0,103 

0,45 4,331 1,40 1,046 2,40 0,005 

Так, например, если принять 11  , то по соотношению (10) находим 
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Аналогичным способом вычисляется Bi , если взять 21  . Тогда, согласно (10), 

оно будет равно 42,2Bi . 

Следовательно, для рассматриваемого варианта 5,0aK , 5,0K  и 

2,10  является справедливым такой результат: 

1) при 24,00  Bi  10 1  ; 2) при 42,224,0  Bi  21 1  ; 

3) при  Bi42,2  286,22 1  . 

Таким образом, сравнительно просто аналитическим путем устанавливаются узкие 

зоны для нахождения искомых корней n . 

Рекомендованный подход также может быть эффективно использован и в случае 

анализа задач теплопереноса при некоторых иных видах граничных условий [9, 10]. 
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